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UN RE´SULTAT DE CONNEXITE´
POUR LES VARIE´TE´S ANALYTIQUES p-ADIQUES.
PRIVILE`GE ET NOETHE´RIANITE´.
par
Je´roˆme Poineau
Re´sume´. — Soient k un corps ultrame´trique complet, X un espace k-affino¨ıde et f une
fonction analytique sur X. Notre the´ore`me principal de´crit avec pre´cision la variation
des composantes connexes ge´ome´triques des espaces du type {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}, en
fonction de ε. Nous obtenons e´galement des re´sultats de privile`ge et de noethe´rianite´
au voisinage d’un compact, analogues a` ceux de la ge´ome´trie analytique complexe.
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Introduction
Le travail que nous pre´sentons ici trouve son origine dans une tentative d’adapter
au cadre p-adique un re´sultat connu de ge´ome´trie analytique complexe. Il s’agit d’un
the´ore`me, duˆ a` J. Frisch, qui assure la noethe´rianite´ de l’anneau des germes de fonctions
au voisinage de certains compacts. La preuve qui figure dans l’article [33] fait appel,
de manie`re essentielle, a` deux notions dont nous ne disposons pas pour des varie´te´s
analytiques p-adiques : celle de voisinage privile´gie´ et celle de stratification d’une partie
semi-analytique.
Cependant, C. Ba˘nica˘ et O. Sta˘na˘s¸ila˘ ont aborde´ le proble`me de fac¸on le´ge`rement
diffe´rente et re´dige´, dans [2], 5, fin du §3, une de´monstration, dont les arguments peuvent
s’adapter, sans peine. Nous proposons, en appendice a` ce texte, un e´nonce´ du the´ore`me,
dans le cadre des espaces de´finis sur un corps ultrame´trique complet, accompagne´ d’une
preuve, calque´e sur la leur.
La de´monstration originale de J. Frisch, bien qu’a` pre´sent obsole`te, nous a conduit
a` nous inte´resser aux voisinages privile´gie´s. Nous avons alors cherche´ a` e´tendre au
cadre des varie´te´s p-adiques le re´sultat d’A. Douady (cf. [24], §6, the´ore`me 1) assurant
l’existence de voisinages compacts privile´gie´s pour les faisceaux cohe´rents. Ainsi que
nous l’expliquerons dans la dernie`re partie de ce texte, nous pouvons en proposer une
de´monstration fort simple, pour peu que nous disposions d’une sorte de ge´ne´ralisation
du the´ore`me d’extension de Riemann. Elle s’e´nonce comme suit :
The´ore`me 1. — Soit X un espace k-affino¨ıde irre´ductible et f1, . . . , fn, avec n ∈ N∗,
des fonctions analytiques sur X. Alors il existe un voisinage V de 0 dans Rn+ tel que le
domaine analytique de X de´fini par
Vε =
⋃
1≤j≤n
{x ∈ X | |fj(x)| ≥ εj}
est irre´ductible, de`s que le n-uplet ε = (ε1, . . . , εn) appartient a` V .
Dore´navant, c’est a` ce proble`me que nous consacrerons notre attention. Rappelons
que, dans le cadre de la ge´ome´trie analytique complexe, le the´ore`me d’extension de
Riemann assure, en particulier, qu’un espace irre´ductible le reste lorsque l’on lui retire
un ferme´ analytique strict. L’analogue de ce the´ore`me pour les varie´te´s analytiques p-
adiques est e´galement connu de longue date (cf. [3], [56]). Dans quelle mesure est-il
possible d’oˆter un voisinage d’un tel ferme´ sans nuire a` l’irre´ductibilite´ ?
Remarquons que, sur un ouvert, cadre naturel de la ge´ome´trie analytique complexe,
toute tentative en ce sens serait voue´e a` l’e´chec. Pour nous en convaincre, conside´rons
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l’ouvert du plan complexe de´fini par
U =
{
z ∈ C | |Im(z)| <
1
|Re(z)|+ 1
}
.
Alors, de`s que ε est assez petit, le domaine de´fini par {z ∈ U | | sin(z)| ≥ ε} posse`de une
infinite´ de composantes connexes.
Ne´anmoins, le proble`me garde un inte´reˆt pour les espaces analytiques de´finis sur un
corps ultrame´trique complet. En effet, les mode`les locaux de ces derniers, appele´s es-
paces affino¨ıdes, se comportent, a` bien des e´gards, comme des espaces compacts. Entre
autres proprie´te´s, ils sont quasi-compacts, de´finis par un nombre fini d’ine´galite´s larges
et ve´rifient un principe du maximum.
Nous nous placerons donc de´sormais sur un espace affino¨ıde irre´ductible X de´fini sur
un corps ultrame´trique complet k. Notons
√
|k∗| le Q-espace vectoriel engendre´ par le
groupe des valeurs du corps de base. Dans le cadre de la ge´ome´trie analytique rigide,
les fonctions prennent leurs valeurs dans l’ensemble, peu ragouˆtant,
√
|k∗| ∪ {0} et la
topologie des espaces est une topologie de Grothendieck, qui n’est gue`re aise´e a` ma-
nipuler. L’espace X est quasi-compact, mais, en ge´ne´ral, nous ne pouvons assurer que
l’ensemble Vε ve´rifie cette proprie´te´ que dans le cas ou` ε ∈ (
√
|k∗|)n.
Il y a de cela une vingtaine d’anne´es, V. G. Berkovich proposa une nouvelle ap-
proche des varie´te´s analytiques sur un corps ultrame´trique complet (cf. [4] et [5]). La
construction qu’il mit en œuvre pre´sentait plusieurs avantages et notamment celui de
fournir des espaces posse´dant de nombreuses proprie´te´s topologiques remarquables : a`
titre d’exemple, citons la se´paration, la compacite´ et la connexite´ par arcs locales. Cette
dernie`re proprie´te´ nous sera fort utile : le re´sultat que nous avons en vue imposant a`
un certain espace d’eˆtre connexe, cela nous simplifiera la taˆche de pouvoir tracer des
chemins.
Ajoutons que, dans ce nouveau cadre, les fonctions prennent leurs valeurs dans un
ensemble continu, que l’espace X est compact et qu’il en est de meˆme pour l’espace Vε,
quel que soit ε ∈ Rn+. Ces diffe´rentes raisons nous conduisent a` nous placer, tout au
long de ce texte et sans plus le pre´ciser de´sormais, dans le cadre des espaces analytiques
au sens de V. G. Berkovich. Nous y de´montrerons le the´ore`me annonce´. Pre´cisons, ce-
pendant, que le re´sultat reste valable dans le cadre de la ge´ome´trie analytique rigide.
Restreignons-nous, a` pre´sent, au cas d’une seule fonction f surX et supposons qu’elle
soit borne´e par 1. Conside´rons les domaines affino¨ıdes de X de la forme
Vε = {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε},
avec ε ∈ [0, 1]. Notre second the´ore`me assure que les composantes connexes des do-
maines affino¨ıdes pre´ce´dents varient de fac¸on mode´re´e en fonction du parame`tre ε. Pour
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le de´montrer, nous utiliserons, de manie`re essentielle, une autre spe´cificite´ des espaces
construits par V. G. Berkovich : dans les bons cas, ils se re´tractent sur un sous-ensemble
ferme´, appele´ squelette, qui est muni d’une structure line´aire par morceaux. En par-
ticulier, nous parviendrons a` lire le parame`tre ε sur un segment re´el, home´omorphe a`
[0, 1], trace´ sur le disque unite´ de dimension 1.
E´nonc¸ons pre´cise´ment le the´ore`me en question. Soit k¯ une cloˆture alge´brique k. Nous
noterons πg0 le foncteur, de´fini de la cate´gorie des espaces k-analytiques dans celle des
ensembles munis d’une action du groupe d’automorphismes Aut(k¯/k), qui associe a` un
espace k-analytique l’ensemble de ses composantes connexes ge´ome´triques.
The´ore`me 2. — Soient k un corps ultrame´trique complet, X un espace k-affino¨ıde et
f une fonction analytique sur X. Alors il existe une partition finie P de R+ de la forme
P = {[0, a0], ]a0, a1], . . . , ]ar−1, ar], ]ar,+∞[},
ou` r ∈ N et (ai)0≤i≤r est une suite croissante d’e´le´ments de RX ∪ {0}, satisfaisant
la condition suivante : quel que soit I ∈ P, quels que soient ε′, ε ∈ I, avec ε′ ≤ ε,
l’inclusion
{x ∈ X | |f(x)| ≥ ε} ⊂ {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε′}
induit une bijection
πg0({x ∈ X | |f(x)| ≥ ε})→ π
g
0({x ∈ X | |f(x)| ≥ ε
′}).
Le meˆme re´sultat vaut pour le foncteur qui associe a` un espace k-analytique le Aut(k¯/k)-
ensemble de ses composantes irre´ductibles ge´ome´triques.
Dans ce the´ore`me, l’ensemble RX de´signe le sous-Q-espace vectoriel de R
∗
+ engendre´
par les valeurs non nulles de la norme spectrale sur l’alge`bre de X . Par exemple, si
l’espace X est strictement k-affino¨ıde, on a RX =
√
|k∗|.
Remarquons que, dans le cadre de la ge´ome´trie rigide, A. Abbes et T. Saito (cf.
[1], 5.1) ont de´ja` de´montre´ ce dernier re´sultat pour un intervalle du type [a,+∞[, avec
a > 0, et en ne s’inte´ressant qu’au cardinal de l’ensemble des composantes connexes
ge´ome´triques. Nous signalons e´galement que, dans leur article, les bornes des intervalles
sont interpre´te´s comme les sauts d’une certaine filtration de ramification.
La de´monstration que nous proposons s’effectuera en quatre e´tapes, correspondant
aux quatre premie`res parties de ce texte. Dans un premier temps, nous e´tudierons
la manie`re dont varient les composantes ge´ome´triquement connexes des fibres d’un
morphisme entre espaces affino¨ıdes. Lorsqu’elles se re´aliseront comme composantes
connexes, nous chercherons a` les repe´rer par des sections. Des questions proches ont
de´ja` e´te´ traite´es pour des morphismes entre sche´mas : nous savons, par exemple, d’apre`s
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[39], 9.7.9, que, pour un morphisme de pre´sentation finie, la fonction qui a un point de la
base associe le nombre ge´ome´trique de composantes connexes de sa fibre est localement
constructible sur la base. Nous parviendrons a` nos fins en appliquant des re´sultats de
ce type sur la fibre spe´ciale d’un mode`le formel, judicieusement choisi, du morphisme
entre espaces affino¨ıdes dont nous sommes partis.
La difficulte´ principale tient dans la de´monstration de l’existence d’un mode`le pos-
se´dant de bonnes proprie´te´s. Elle nous est assure´e par le the´ore`me de la fibre re´duite
(cf. [17]), pourvu que le morphisme entre espaces affino¨ıdes soit plat et a` fibres ge´o-
me´triquement re´duites. Dans ce cas, nous parviendrons a` exhiber une partition finie de
la base en domaines analytiques sur lesquels le nombre ge´ome´trique de composantes
connexes des fibres est constant.
Les deuxie`me et troisie`me parties seront consacre´es aux domaines de´finis par
{x ∈ X | |f(x)| ≥ ε},
pour ε > 0, dans le cas particulier d’un espace X strictement affino¨ıde inte`gre de´fini sur
un corps alge´briquement clos et d’une fonction f de norme spectrale e´gale a` 1. Nous
montrerons que la variation de leurs composantes connexes, en fonction de ε, est lie´e a`
un proble`me du type pre´ce´dent. A` cet effet, nous construirons explicitement un mor-
phisme τ au-dessus du disque analytique D = M (k{U}) de dimension 1 dont les fibres
seront isomorphes, apre`s extension du corps de base, aux domaines affino¨ıdes en ques-
tion. Le parame`tre re´el ε recevra, lui aussi, une interpre´tation ge´ome´trique en termes
de valeur absolue de l’e´valuation de la fonction U sur le disque.
Afin d’appliquer les re´sultats du de´but, nous devrons nous assurer que le morphisme τ
ve´rifie certaines proprie´te´s. Nous de´montrerons sans peine qu’il est plat, mais buterons
sur le caracte`re ge´ome´triquement re´duit de l’une des fibres. Dans la troisie`me partie,
nous modifierons le morphisme τ de fac¸on a` passer outre ce proble`me. Les techniques
mises en jeu rele`veront, cette fois-ci, de la ge´ome´trie alge´brique, puisque nous travaille-
rons sur des spectres, au sens sche´matique, d’alge`bres affino¨ıdes. L’argument principal
que nous utiliserons sera le the´ore`me d’e´limination de la ramification de´montre´ par H.
Epp dans [31]. Par ce biais, nous parviendrons a` obtenir des informations sur les fibres
de τ voisines de celle qui pre´sente des multiplicite´s et a` ramener le proble`me de la
connexite´ de {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}, pour ε proche de 0, a` celui de {x ∈ X | |f(x)| > 0}.
Nous concluerons graˆce a` l’analogue ultrame´trique du the´ore`me de Hartogs (cf. [3] ou
[56]).
Dans la quatrie`me partie, nous expliquerons comment de´duire les the´ore`mes 1 et 2
en toute ge´ne´ralite´, a` partir des cas particuliers conside´re´s dans les parties pre´ce´dentes.
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1. Connexite´ des fibres d’un morphisme
Dans cette partie, nous fixerons un corps ultrame´trique complet k dont nous suppo-
serons que la valuation n’est pas triviale. Nous noterons k◦ son anneau de valuation et
k˜ son corps re´siduel.
Soit B une alge`bre strictement k-affino¨ıde. Rappelons qu’il existe deux fac¸ons de
re´duire l’espace affino¨ıde M (B) en une varie´te´ alge´brique. La premie`re, que l’on trou-
vera explique´e, par exemple, dans [4], 2.4, utilise la semi-norme spectrale, note´e |.|sup,
sur l’alge`bre strictement k-affino¨ıde B. Elle associe a` l’espace affino¨ıde M (B) la varie´te´
alge´brique Spec(B˜) ou` B˜ de´signe le quotient de l’anneau B◦ = {g ∈ B / |g|sup ≤ 1}
par l’ide´al B◦◦ = {g ∈ B / |g|sup < 1}. Dans ce cas, l’application de re´duction est
surjective, anticontinue et induit une bijection entre les composantes connexes.
La seconde re´duction, due a` M. Raynaud (cf. [64]), consiste a` interpre´ter l’espace
affino¨ıde comme la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma formel plat sur un anneau de valuation.
La varie´te´ alge´brique associe´e est alors de´finie comme la fibre spe´ciale du mode`le. On
de´montre aise´ment que tout espace affino¨ıde admet un mode`le formel. Un re´sultat plus
difficile assure meˆme que tout morphisme peut se re´aliser comme un morphisme entre
mode`les, ce dernier pouvant eˆtre choisi plat lorsque le morphisme de de´part l’est. Pour
plus de de´tails, nous renvoyons aux articles de re´fe´rence [13] et [14].
Rappelons qu’un k◦-sche´ma formel est dit admissible s’il est localement topologique-
ment de pre´sentation finie et plat sur Spf(k◦) (i.e. sans k◦-torsion). Nous dirons qu’un
morphisme entre espaces k-affino¨ıdes M (C ) → M (B) est plat lorsque le morphisme
associe´ B → C entre alge`bres k-affino¨ıdes l’est.
Lemme 1.1. — Tout morphisme plat entre k◦-sche´mas formels admissibles le reste
apre`s changement de base par un morphisme entre k◦-sche´mas formels admissibles et
apre`s extension des scalaires de k◦ a` L◦, ou` L◦ de´signe l’anneau de valuation d’une
extension ultrame´trique comple`te L de k.
Ces re´sultats restent valables pour les morphismes entre espaces strictement k-affino¨ıdes.
De´monstration. — Notons m l’ide´al maximal de k◦. Soit ϕ : A→ B un morphisme de
k◦-alge`bres topologiquement de pre´sentation finie. D’apre`s [13], 1.6, le morphisme ϕ
est plat si, et seulement si, quel que soit n ∈ N∗, le morphisme induit
A⊗k◦ (k
◦/mn)→ B ⊗k◦ (k
◦/mn)
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est plat. Le re´sultat pour les sche´mas formels en de´coule imme´diatement. Celui pour les
espaces strictement k-affino¨ıdes s’y rame`ne puisqu’un morphisme plat entre tels espaces
admet un mode`le plat, d’apre`s [14], 5.10.
Les deux lemmes suivants illustrent l’importance des morphismes plats entre mode`les
formels. Lorsque, par la suite, nous conside´rerons un k◦-sche´ma formel admissible, nous
de´signerons sa fibre ge´ne´rique (resp. spe´ciale) par le meˆme symbole, auquel nous ajou-
terons un η (resp. une s) en indice. Nous adopterons la meˆme convention pour les
morphismes entre tels objets.
Lemme 1.2. — Sur un sche´ma formel admissible, l’application de re´duction est sur-
jective.
De´monstration. — Soit Y un k◦-sche´ma formel admissible. Nous pouvons le supposer
affine, d’alge`bre B. Soit y˜ un point de la fibre spe´ciale Ys de Y . Notons k˜(y˜) son corps
re´siduel. Puisque Ys est un k˜-sche´ma de type fini, il existe une base de transcendance
(T1, . . . , Tr), avec r ∈ N, de k˜(y˜) sur k˜.
Soit K le comple´te´ du corps k(U1, . . . , Ur) pour la norme de Gauß. Son corps re´siduel
est isomorphe a` k˜(T1, . . . , Tr). Conside´rons le comple´te´ L d’une cloˆture alge´brique de K.
D’apre`s [12], 3.4.1/5, son corps re´siduel L˜ est une cloˆture alge´brique de k˜(T1, . . . , Tr)
et contient donc un corps isomorphe a` k˜(y˜).
D’apre`s le lemme 1.1, le morphisme
ϕ : Z = Y ×Spf(k◦) Spf(L
◦)→ Spf(L◦)
est plat, autrement dit, Z de´finit un L◦- sche´ma formel admissible. Par construction,
la fibre ϕ−1s (y˜) au-dessus de y˜ posse`de un point ferme´ de corps re´siduel isomorphe a`
L˜. Ce point est encore ferme´ dans Zs. D’apre`s [9], 1.1.5, c’est l’image d’un point de la
fibre ge´ne´rique, ce qui permet de conclure.
De ce re´sultat, de´duisons-en un autre, que nous utiliserons a` de nombreuses reprises :
Lemme 1.3. — Soit ϕ : Y → Z un morphisme de k◦-sche´mas formels admissibles.
Nous noterons indiffe´remment π les deux morphismes de spe´cialisation.
Yη
ϕη

pi // Ys
ϕs

Zη
pi // Zs
Si le morphisme ϕ est plat, alors les spe´cialisations des fibres de ϕη co¨ıncident avec les
fibres du morphisme spe´cialise´ ϕs. Autrement dit, quel que soit z ∈ Zη, on dispose d’un
isomorphisme
π(ϕ−1η (z)) ≃ ϕ
−1
s (π(z)).
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De´monstration. — Seule la surjectivite´ ne´cessite une de´monstration. Nous pouvons
supposer que le sche´ma formel Z est affine, d’alge`bre C . Soit z un point de Zη. Il
lui correspond un caracte`re χz : C ⊗k◦ k → H (z). On en de´duit un morphisme
χ : C → H (z)◦, la notation H (z)◦ de´signant l’anneau de valuation du corps ul-
trame´trique complet H (z).
Par le meˆme raisonnement que dans le lemme pre´ce´dent, on de´montre que le sche´ma
formel Y ×Z Spf(H (z)◦) est un H (z)◦-sche´ma formel admissible. Ses fibres ge´ne´rique
et spe´ciale sont respectivement isomorphes a` ϕ−1η (z) et ϕ
−1
s (π(z)) ⊗k˜
˜H (z). Le mor-
phisme ϕ−1s (π(z))⊗k˜
˜H (z)→ ϕ−1s (π(z)) est surjectif et le lemme pre´ce´dent nous permet
de conclure.
Des liens, de´taille´s dans [17], §1, existent parfois entre la re´duction de´finie par la
norme spectrale et celle au sens de Raynaud. Citons qu’elles co¨ıncident lorsque la fibre
spe´ciale du mode`le formel est re´duite. La prochaine proposition de´coulera de ce re´sultat.
E´nonc¸ons, au pre´alable, quelques de´finitions.
De´finition 1.4. — Soit p : A→ B une application continue entre espaces topologiques.
Soient un entier r ∈ N, une partie P de B, une famille d’espaces topologiques (Qi)1≤i≤r
et deux familles d’applications continues
s = (si : Qi → B)1≤i≤r et t = (ti : Qi → A)1≤i≤r.
Nous dirons que les familles s et t repe`rent les composantes connexes des fibres
de p au-dessus de P si les conditions suivantes sont satisfaites :
a) quel que soit i ∈ [[1, r]], l’image de l’application si recouvre P ;
b) quel que soit b ∈ P , la fibre p−1(b) posse`de exactement r composantes connexes ;
c) quels que soient b ∈ P et la composante connexe C de p−1(b), il existe un unique
i ∈ [[1, r]] pour lequel on ait
∀b′ ∈ s−1i (b), ti(b
′) ∈ C.
De´finition 1.5. — Soient ϕ : Y → Z un morphisme de sche´mas et P une partie
de l’espace topologique sous-jacent a` Z. Nous dirons que le morphisme ϕ admet un
de´coupage au-dessus de P s’il existe un entier r ∈ N et des familles finies
s = (si : Zi → Z)1≤i≤r et t = (ti : Zi → Zi ×Z Y )1≤i≤r
de morphismes entre sche´mas ve´rifiant les conditions suivantes :
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a) quel que soit i ∈ [[1, r]], le morphisme ti de´finit une section du morphisme Zi×Z Y →
Zi, obtenu a` partir de ϕ par le changement de base si ;
Zi ×Z Y

s′i // Y
ϕ

Zi
ti
BB
si // Z
b) quel que soit i ∈ [[1, r]], le morphisme si est e´tale ;
c) les familles s et t′ = (s′i ◦ ti)1≤i≤r repe`rent les composantes connexes des fibres de ϕ
au-dessus de P .
Nous adoptons la meˆme de´finition pour un morphisme entre espaces k-analytiques
en remplac¸ant les morphismes e´tales par des morphismes quasi-e´tales (1) dont la source
est un espace k-analytique compact.
De´finition 1.6. — Nous dirons qu’un sche´ma (resp. espace k-analytique) est de´ploye´
lorsque ses composantes connexes sont ge´ome´triquement connexes.
Proposition 1.7. — Soit ϕ : Y → Z un morphisme plat entre k◦-sche´mas formels
admissibles et quasi-compacts. Supposons que le morphisme ϕs, induit entre les fibres
spe´ciales, soit surjectif et que ses fibres soient ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es.
Alors il existe une partition finie P de Zs ve´rifiant les conditions suivantes :
a) les e´le´ments de P sont des parties constructibles de Zs ;
b) quel que soit P ∈ P, le morphisme ϕη admet un de´coupage au-dessus du tube de P .
De´monstration. — Inte´ressons-nous au morphisme ϕs : Ys → Zs entre sche´mas de
type fini sur le corps k˜. Soit Z un ferme´ irre´ductible de Zs de point ge´ne´rique ζ. Notons
ψ : Y = Z ×Zs Ys → Z
le morphisme induit par ϕs au-dessus de Z. Soient C1, . . . , Cr, avec r ∈ N, les com-
posantes connexes de la fibre ge´ne´rique ψ−1(ζ). Pour chaque i ∈ [[1, r]], choisissons un
voisinage ouvert Ui de Ci dans Y dont la trace sur ψ
−1(ζ) soit e´gale a` Ci. L’ensemble des
points de Y appartenant a` au moins deux de ces voisinages forme une partie construc-
tible donc, d’apre`s le the´ore`me de Chevalley (cf. [37], 1.8.4), son image V de´finit une
partie constructible de Z. Puisque la partie V ne contient pas le point ge´ne´rique ζ, elle
e´vite meˆme un ouvert W autour de ce point.
Une nouvelle utilisation du the´ore`me de Chevalley nous montre qu’il existe un voi-
sinage ouvert W ′ de ζ dans W tel que, quel que soit z ∈W ′, les traces des ouverts Ui,
(1)Les morphismes quasi-e´tales de´finis par V. G. Berkovich (cf. [6], §3) correspondent aux morphismes
rig-e´tales de la ge´ome´trie rigide (cf. [16], 3.1).
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avec i ∈ [[1, r]], recouvrent la fibre ψ−1(z). Pour z ∈W ′, elles sont donc re´unions de com-
posantes connexes disjointes de ψ−1(z). D’apre`s [39], 9.7.8, le nombre ge´ome´trique de
composantes connexes des fibres de ψ est constant sur un voisinage ouvertW ′′ de ζ dans
W ′. Pour i ∈ [[1, r]], notons Vi le voisinage ouvert de Ci de´fini par Vi = Ui ∩ ψ−1(W ′′).
Puisque les fibres de ϕs sont de´ploye´es, quel que soit z ∈W ′′, les traces des ouverts Vi,
pour i ∈ [[1, r]], sur la fibre ψ−1(z) ≃ ϕ−1s (z) sont exactement les composantes connexes
de cette fibre.
Soit i ∈ [[1, r]]. Choisissons un ouvert V ′i de Ys dont la trace sur Y soit e´gale a` Vi.
Notons ϕi : V
′
i → Zs le morphisme induit par ϕs sur V
′
i . Par hypothe`se, la fibre
ϕ−1i (ζ) ≃ Ci
est ge´ome´triquement re´duite et non vide. Elle contient donc un point yi en lequel elle
est lisse. Puisque le morphisme ϕs est plat, ce point est encore lisse dans Ys. Quitte a`
restreindre V ′i , nous pouvons donc supposer que ϕi est lisse. On en de´duit qu’il existe
un sche´ma quasi-compact Si, un morphisme e´tale si : Si → Zs et un point ζ′i au-dessus
de ζ tel que le morphisme Si ×Zs V
′
i → Si, obtenu a` partir de ϕi par le changement de
base si, admette une section t : Si → Si ×Zs V
′
i , ou` t(ζ
′
i) s’envoie sur yi.
Si ×Zs V
′
i
//

V ′i
ϕi

Si
s //
t
DD
Zs
Les images des morphismes e´tales si, pour i ∈ [[1, r]], contiennent un voisinage ou-
vert commun de ζ dans Z. Par construction, le morphisme ϕs y admet un de´coupage.
Un argument de re´currence noethe´rienne nous montre ensuite qu’il existe une parti-
tion P de Zs en parties constructibles au-dessus desquelles le morphisme ϕs admet un
de´coupage.
Remarquons que nous pouvons relever les constructions pre´ce´dentes aux sche´mas
formels. Conside´rons, en effet, une restriction ψ de ϕs a` un ouvert lisse U et un mor-
phisme e´tale s : S → Zs tel que le morphisme S ×Zs U → S, obtenu a` partir de ψ
par le changement de base s, admette une section t. Notons U le sous-sche´ma formel
ouvert de Y dont l’espace topologique sous-jacent est l’ouvert U . D’apre`s [6], 2.1, le
morphisme s admet un mode`le formel e´tale S → Z . D’autre part, puisque le mor-
phisme S ×Z U → S est lisse, la proprie´te´ de rele`vement infinite´simal nous assure
que la section t se rele`ve en une section formelle T .
S ×Z U //

U
ϕ

S //
T
BB
Z
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Expliquons, a` pre´sent, comment passer des sche´mas formels a` leur fibre ge´ne´rique.
Soient z un point de Zη et z˜ son image dans Zs par l’application de spe´cialisation.
Puisque le morphisme ϕ est plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites, la re´duction de
ϕ−1η (z) obtenue par la norme spectrale co¨ıncide avec celle au sens des mode`les, a` savoir
la fibre ϕ−1s (z˜). D’apre`s les proprie´te´s de la re´duction par la norme spectrale, chaque
composante connexe de la fibre analytique est le tube d’une composante connexe de sa
re´duction, et vice versa.
D’autre part, si S → Z est un morphisme e´tale entre sche´mas formels quasi-
compacts, alors le morphisme Sη → Zη, induit entre les fibres ge´ne´riques, est un
morphisme quasi-e´tale entre espaces k-analytiques compacts.
Le the´ore`me suivant concerne le comportement des composantes connexes des fibres
d’un morphisme entre espaces analytiques. La de´monstration repose sur le the´ore`me
de la fibre re´duite (cf. [17]) qui nous permet de nous ramener a` un mode`le du mor-
phisme satisfaisant les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente. Cette fois encore, nous
commenc¸ons par poser une de´finition.
De´finition 1.8. — Soit Y un espace k-affino¨ıde. Une partie V de Y est dite simple
si elle peut s’obtenir par combinaison boole´enne finie de domaines affino¨ıdes du type
{z ∈ Y | |h(z)| = 1}
ou` h de´signe une fonction analytique sur Y de norme spectrale e´gale a` 1.
Remarquons, de`s a` pre´sent, qu’une partie simple d’un espace k-affino¨ıde est voisinage
de chacun de ses points rigides. En effet, elle s’obtient par re´union et intersection d’un
nombre fini de parties qui sont soit des domaines affino¨ıdes, soit des ouverts et pour
lesquelles ce re´sultat est vrai.
The´ore`me 1.9. — Soit ϕ : Y → Z un morphisme plat et surjectif entre espaces stric-
tement k-affino¨ıdes dont les fibres soient ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es. Alors
il existe une partition finie P de Z ve´rifiant les conditions suivantes :
a) les e´le´ments de P sont des parties simples de domaines affino¨ıdes de Z ;
b) quel que soit P ∈ P, le morphisme ϕ admet un de´coupage au-dessus de P .
De´monstration. — Les hypothe`ses de l’e´nonce´ nous permettent d’appliquer le the´ore`me
de la fibre re´duite. Celui-ci nous assure qu’il existe un diagramme commutatif de
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sche´mas formels
Y ′
χ

ψ′
yy
Y
ψ

Y ×Z Z ′oo

Z Z ′oo
ou`
a) le morphisme ψ : Y → Z induit le morphisme ϕ : Y → Z par passage aux fibres
ge´ne´riques ;
b) le morphisme Z ′ → Z, ou` Z ′ de´signe la fibre ge´ne´rique de Z ′, est quasi-e´tale et
surjectif ;
c) le morphisme χ : Y ′ → Y ×Z Z ′ est fini et induit un isomorphisme entre les fibres
ge´ne´riques ;
d) le morphisme ψ′ : Y ′ → Z ′ est plat et ses fibres sont ge´ome´triquement re´duites.
Ve´rifions que nous pouvons appliquer la proposition pre´ce´dente au morphisme ψ′.
Les k◦-sche´mas formels obtenus comme mode`les des espaces analytiques sont bien ad-
missibles et quasi-compacts, en vertu de l’e´quivalence de cate´gories [13], 4.1. Tous les
sche´mas formels que nous conside´rerons sont e´galement de ce type.
Les fibres de ψ′η sont isomorphes, apre`s extension du corps de base, a` des fibres de
ψη = ϕ. Par hypothe`se, le morphisme ϕ est surjectif. Il en est donc de meˆme pour ψ
′
η,
puis pour ψ′s, d’apre`s 1.3.
Il nous reste a` de´montrer que les fibres de ψ′ sont de´ploye´es. Puisque le morphisme
χ est fini, il suffit meˆme de le ve´rifier sur le morphisme Y ×Z Z ′ → Z ′, autrement dit
sur le morphisme ψ. Or le morphisme ψ est plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites,
donc le nombre de composantes connexes (resp. ge´ome´triquement connexes) des fibres
de ψη est identique a` celui de leur re´duction. D’apre`s 1.3, toutes les fibres de ψs peuvent
eˆtre obtenues par de telles re´ductions. Elles sont de´ploye´es, puisque les fibres de ϕ le
sont, par hypothe`se.
D’apre`s la proposition 1.7, il existe une partition finie P de Z ′s en parties construc-
tibles au-dessus des tubes desquelles le morphisme ψ′η admet un de´coupage. Notons Q
l’ensemble de ces tubes. Puisque le morphisme χ induit un isomorphisme entre les fibres
ge´ne´riques et que le morphisme λ : Z ′ → Z est quasi-e´tale, le morphisme ϕ = ψη admet
un de´coupage au-dessus de l’image par λ de toute partie de Q. Puisque le morphisme
Z ′ → Z est surjectif, nous de´montrons ainsi l’existence d’un recouvrement fini de Z
par des parties au-dessus desquelles le morphisme ϕ admet un de´coupage. Il est aise´
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d’en de´duire une partition de Z ve´rifiant la meˆme proprie´te´ et compose´e uniquement
de combinaisons boole´ennes des parties pre´ce´dentes.
Pour clore la de´monstration, il nous reste a` ve´rifier que l’image par λ de tout e´le´ment
de Q est de la forme de´sire´e. Soit Q ∈ Z ′η un e´le´ment de Q. Il est obtenu comme le tube
d’une partie constructible P de Z ′s . Le morphisme λ : Z
′ → Z est plat donc, d’apre`s
[14], 5.2, il existe un diagramme commutatif de sche´mas formels
Z ′ // Z
Z ′0
ψ0
OO
µ // Z0
OO
ou` le morphisme µ : Z ′0 → Z0 est plat et induit encore le morphisme λ : Z
′ → Z entre
les fibres ge´ne´riques.
Le tube Q ⊂ Z ′ de P est identique a` celui de (ψ0)−1s (P ). Le morphisme µs : (Z
′
0 )s →
(Z0)s induit par µ est de type fini et envoie donc la partie constructible (ψ0)−1s (P ) sur
une partie constructible P0 de (Z0)s, d’apre`s le the´ore`me de Chevalley. Puisque le mor-
phisme µ est plat, d’apre`s 1.3, le tube de P0 dans Z n’est autre que l’image de Q dans
Z par λ.
Il nous reste, de´sormais, a` montrer que le tube d’une partie constructible de Zs est
une re´union finie de parties simples de domaines affino¨ıdes de Zη. Ce re´sultat provient
directement des proprie´te´s de la re´duction lorsque le sche´ma formel conside´re´ est af-
fine. Nous concluons en remarquant que le sche´ma formel quasi-compact Z admet un
recouvrement fini par de tels ouverts.
Rappelons, maintenant, que le nombre ge´ome´trique de composantes connexes d’un
espace affino¨ıde ne change pas lorsque l’on e´tend le corps de base. On trouvera la
de´monstration de ce re´sultat dans [25], the´ore`me 5.5. On pourrait e´galement le de´duire
des the´ore`mes d’extension du corps de base pour les faisceaux e´tales qui figurent dans
[5].
Par un raisonnement tre`s proche de celui que nous venons de mettre en œuvre, nous
obtenons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.10. — Soit ϕ : Y → Z un morphisme plat entre espaces strictement k-
affino¨ıdes dont les fibres soient ge´ome´triquement re´duites. Alors il existe une partition
finie de Z en parties simples de domaines affino¨ıdes au-dessus desquelles le nombre
ge´ome´trique de composantes connexes des fibres est constant. En particulier, ce nombre
est constant au voisinage des points rigides.
De´monstration. — Appliquons le the´ore`me de la fibre re´duite et reprenons les notations
de la preuve pre´ce´dente. Le morphisme ψ′s : Y
′
s → Z
′
s est un morphisme de type fini
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entre deux varie´te´s alge´briques de type fini sur k˜. D’apre`s [39], 9.7.9, il existe donc
une partition finie P de Z ′s en parties constructibles au-dessus desquelles le nombre
ge´ome´trique de composantes connexes des fibres de ψ′s soit constant.
Soit P ∈ P . Notons Q ⊂ Z ′ le tube de P . Puisque le morphisme ψ′ est plat et que ses
fibres sont ge´ome´triquement re´duites, le nombre ge´ome´trique de composantes connexes
des fibres de ψ′η est constant au-dessus de tout point deQ. On en de´duit le meˆme re´sultat
pour le morphisme ψ au-dessus de tout point de λ(Q). Par un raisonnement en tout
point identique a` celui expose´ dans la preuve pre´ce´dente, nous obtenons une partition
de Z en parties simples de domaines affino¨ıdes jouissant des meˆmes proprie´te´s.
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2. Loin de l’hypersurface
Consacrons-nous, tout d’abord, a` la de´monstration du the´ore`me 2, dans un cas par-
ticulier. Dans toute cette partie, k de´signera un corps alge´briquement clos dont la va-
luation n’est pas triviale, X un espace strictement k-affino¨ıde inte`gre d’alge`bre A et f
une fonction analytique sur X de norme spectrale e´gale a` 1. Pour ε > 0, de´finissons le
domaine affino¨ıde Vε de X par
Vε = {x ∈ X / |f(x)| ≥ ε}.
Nous ne nous inte´resserons, pour l’instant, qu’aux composantes connexes des espaces Vε,
avec ε > 0.
Taˆchons, tout d’abord, de remplacer le parame`tre re´el ε par un autre que nous sau-
rons interpre´ter ge´ome´triquement. Pour ce faire, plac¸ons-nous au-dessus du disque de
dimension 1 et de rayon 1 de´fini par D = M (k{U}). Dans la suite, nous noterons sim-
plement 0 le point rigide deD de´fini par l’e´quation U = 0. L’injection k{U} →֒ A {T, U}
induit un morphisme t : k{U} → A {T, U}/(fT − U). Nous noterons τ le morphisme
correspondant entre espaces affino¨ıdes. L’alge`bre k-affino¨ıde A {T, U}/(fT − U) he´rite
de nombreuses proprie´te´s de l’alge`bre k-affino¨ıde A . Le lemme suivant en fournit un
exemple.
Lemme 2.1. — Les alge`bres k-affino¨ıdes A {T, U}/(fT−U) et A {T } sont isomorphes.
En particulier, l’alge`bre A {T, U}/(fT −U) est inte`gre. En outre, elle est inte´gralement
close lorsque A l’est.
De´monstration. — On ve´rifie sans peine que le morphisme de A -alge`bres
s : A {T, U}/(fT − U)→ A {T }
de´fini par s(T ) = T et s(U) = fT est un isomorphisme dont l’inverse est le morphisme
de A -alge`bres
s−1 : A {T } → A {T, U}/(fT − U)
de´fini par s−1(T ) = T .
Supposons, a` pre´sent, que A soit inte´gralement close. Puisque le sche´ma Spec(A )
est normal, il en est de meˆme du sche´ma Spec(A [T ]), ainsi que de son analytifie´ A1,an
A
,
d’apre`s [5], 2.2.7. Le domaine affino¨ıde M (A {T }) de ce dernier est donc, lui aussi,
normal, d’apre`s [5], 2.2.1. Puisque l’anneau A {T } est inte`gre et normal, il est finalement
inte´gralement clos.
Le lemme suivant met en lumie`re le lien ge´ome´trique recherche´ :
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Lemme 2.2. — Quel que soit x ∈ D \ {0}, la projection
M (A {T, U}/(fT − U))→ M (A ) = X
induit un isomorphisme
τ−1(x)
∼
−→ Vε ⊗ˆk H (x),
ou` ε = |U(x)| > 0.
En particulier, les fibres du morphisme τ au-dessus des points de D \ {0} sont
ge´ome´triquement re´duites.
De´monstration. — Soit x ∈ D \ {0}. Notons B = A ⊗ˆkH (x). L’alge`bre de la fibre
τ−1(x) n’est autre que
(A {T, U}/(fT − U))⊗ˆk{U} H (x) ≃ B{T }/(fT − U(x)) ≃ B{ε T }/(fT − 1),
ou` ε = |U(x)| > 0. On reconnaˆıt l’alge`bre du domaine affino¨ıde de M (B) de´fini par
{y ∈ M (B) | |f(y)| ≥ ε}
et qui est isomorphe a` Vε ⊗ˆk H (x).
Passons a` la seconde partie du lemme. L’espace affino¨ıde X est re´duit, donc son do-
maine affino¨ıde Vε l’est aussi, d’apre`s [5], 2.2.1. Puisque le corps k est alge´briquement
clos, l’espace Vε est ge´ome´triquement re´duit et il en est de meˆme pour τ
−1(x) ≃
Vε ⊗ˆk H (x), d’apre`s [25], 4.17.
Pour ε ∈ [0, 1], notons ηε le point de D associe´ a` la valeur absolue de´finie par∑
i≥0 ai U
i ∈ k{U} 7→ maxi≥0{|ai| εi} ∈ R+. D’apre`s le lemme, la fibre de τ au-dessus
du point ηε est isomorphe a` Vε ⊗ˆH (ηε), quel que soit ε ∈ ]0, 1].
Afin de pouvoir appliquer les re´sultats du paragraphe pre´ce´dent, nous avons besoin
d’une proprie´te´ de platitude, que nous de´montrons ici.
Lemme 2.3. — Le morphisme
τ : M (A {T, U}/(fT − U))→ M (k{U}) = D
est plat.
De´monstration. — L’anneau k{U} e´tant principal, il nous suffit de montrer que l’alge`bre
A {T, U}/(fT − U) ne posse`de aucun e´le´ment de k{U}-torsion. Il nous suffit meˆme de
montrer que le morphisme
t : k{U} → A {T, U}/(fT − U) ≃ A {T }
est injectif, puisque l’alge`bre A {T, U}/(fT − U) ≃ A {T } est inte`gre. L’interpre´tation
ge´ome´trique des fibres du morphisme τ nous montre que sa fibre au point η1 n’est pas
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vide. En particulier, toute fonction g de k{U} ve´rifiant t(g) = 0 est nulle en η1 et donc
nulle sur D.
Remarque 2.4. — La fibre du morphisme τ au-dessus du point 0 de D est isomorphe
a` l’espace M (A {T }/(fT )) et ne saurait donc eˆtre re´duite lorsque f posse`de des mul-
tiplicite´s. Ce proble`me fera l’objet du prochain paragraphe.
Remarquons ne´anmoins que si l’hypersurface de X de´finie par l’e´quation f = 0 est
re´duite, un calcul simple montre que la fibre τ−1(0) l’est aussi. En outre, elle est connexe,
puisqu’elle est re´union de l’espace X et d’une droite au-dessus du lieu d’annulation de f
dans X . Le the´ore`me 1.10 applique´ au morphisme τ et au point rigide 0 de D entraˆıne
alors que le domaine affino¨ıde {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε} est connexe, de`s que ε est assez
petit. S’en de´duit, en particulier, l’analogue du the´ore`me de Hartogs.
Inte´ressons-nous, a` pre´sent, a` la variation des composantes connexes des domaines
Vε, pour ε > 0. E´nonc¸ons tout d’abord un lemme. Le caracte`re fini mis a` part, nous
rede´montrons ici, dans un cas e´le´mentaire, le re´sultat [8], 6.3.1. Rappelons que nous
avons suppose´ le corps k alge´briquement clos et de valuation non triviale. Par conse´quent,
l’e´galite´
√
|k∗| = |k∗| est ve´rifie´e.
Lemme 2.5. — La trace d’une partie simple de D sur le segment
{ηε, 0 ≤ ε ≤ 1} ≃ [0, 1]
est une re´union finie d’intervalles dont les bornes sont des e´le´ments de |k∗| ∪ {0,+∞}.
De´monstration. — Puisqu’une partie simple est obtenue, par de´finition, comme une
combinaison boole´enne finie de domaines affino¨ıdes, il suffit de de´montrer le re´sultat
pour ces derniers. D’apre`s le the´ore`me de Gerritzen et Grauert (cf. [27], 2.4), tout
domaine affino¨ıde de D peut s’e´crire comme re´union finie de domaines rationnels, eux-
meˆmes intersections de domaines du type {z ∈ D | |g(z)| ≤ |h(z)|}, ou` g et h de´signent
des fonctions analytiques sur D. Remarquons encore que, si g =
∑
i∈N bi U
i et h =∑
i∈N ci U
i dans k{U}, les fonctions, de´finies de [0, 1] dans R+,
ε 7→ max
i∈N
{ln(|bi|) + i ln(ε)} et ε 7→ max
i∈N
{ln(|ci|) + i ln(ε)}
sont line´aires par morceaux. Nous concluons graˆce a` l’e´quivalence
|g(ηε)| ≤ |h(ηε)| ⇐⇒ max
i∈N
{ln(|bi|) + i ln(ε)} ≤ max
i∈N
{ln(|ci|) + i ln(ε)},
qui est ve´rifie´e quel que soit ε ∈ [0, 1].
Venons-en au re´sultat concernant la variation des composantes connexes. Signalons
que si l’on ne s’inte´resse qu’a` leur nombre, on retrouve un the´ore`me d’A. Abbes et
T. Saito (cf. [1], 5.1).
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The´ore`me 2.6. — Soit k un corps ultrame´trique complet alge´briquement clos et dont
la valuation n’est pas triviale. Soit X un espace strictement k-affino¨ıde inte`gre et f une
fonction analytique sur X dont la norme spectrale vaut 1. Soit m ∈ ]0, 1]∩
√
|k∗|. Alors
il existe une partition finie P de [m, 1] en intervalles ve´rifiant la condition suivante :
quel que soit I ∈ P, quels que soient ε′, ε ∈ I, avec ε′ ≤ ε, l’inclusion
{x ∈ X | |f(x)| ≥ ε} ⊂ {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε′}
induit une bijection
π0({x ∈ X | |f(x)| ≥ ε})→ π0({x ∈ X | |f(x)| ≥ ε
′}).
En outre, les bornes des intervalles sont des e´le´ments de |k∗| ∪ {0,+∞}.
De´monstration. — Notons V le domaine strictement k-affino¨ıde de D de´fini par
V = {z ∈ D | |U(z)| ≥ m}.
D’apre`s 1.1, le morphisme τ ′ de´duit de τ par le changement de base V →֒ D est plat.
Ses fibres, isomorphes, apre`s extension du corps de base, a` des espaces du type Vε,
avec ε > 0, sont ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es. D’apre`s 1.9, il existe donc une
partition finie P de V en parties simples de domaines affino¨ıdes au-dessus desquelles
le morphisme τ ′ admet un de´coupage. Conside´rons l’un des morphismes quasi-e´tales
ϕ : Z → V , ou` Z est un espace k-analytique compact, intervenant dans le de´coupage.
Le raisonnement qui suit fait intervenir, dans un cas simple, la notion de squelette.
On la trouvera introduite dans [7], §5. L’espace k-affino¨ıde V est isomorphe a` la fibre
ge´ne´rique du k◦-sche´ma formel pluristable non de´ge´ne´re´
V = Spf(k◦{U, V }/(UV − α)),
ou` k◦ de´signe l’anneau de valuation de k et α un e´le´ment de k◦ de valeur absolue m.
Le squelette S(V ) du sche´ma formel V est le segment
J = {ηε, m ≤ ε ≤ 1} ≃ [m, 1],
trace´ sur la fibre ge´ne´rique Vη ≃ V . D’apre`s [26], 3.1, il existe alors une unique struc-
ture
√
|k∗|-line´aire par morceaux (au sens de [8], §1) sur ∆ = ϕ−1(S(V )) telle que
l’application
ϕ|∆ : ∆→ S(V )
soit line´aire par morceaux et soit G-localement une immersion. En particulier, puisque ∆
est compact, il existe une partition finie de ∆ en parties line´aires qui sont home´omorphes
a` leur image par ϕ|∆, elle-meˆme line´aire. Pour chaque imageQ, nous pouvons construire,
a` partir de la section associe´e a` ϕ, une section de τ ′ au-dessus de Q.
En proce´dant de meˆme pour chaque morphisme e´tale, nous obtenons finalement,
pour chaque e´le´ment P de P , une partition QP de P ∩ J en un nombre fini de parties
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line´aires et, au-dessus de chaque Q ∈ QP , un ensemble fini T de sections de τ ′ au-dessus
de Q ve´rifiant la condition suivante : quel que soit z ∈ Q, chaque composante connexe
de la fibre τ ′−1(z) contient un et un seul e´le´ment de la forme t(z), avec t ∈ T .
Examinons, a` pre´sent, la forme des parties Q conside´re´es pre´ce´demment. Nous sou-
haitons montrer qu’elles sont re´unions finies d’intervalles a` coordonne´es dans
√
|k∗| ∪
{0,+∞}. C’est le cas pour les traces des e´le´ments de P sur J , d’apre`s le lemme 2.5, et
donc pour leurs parties
√
|k∗|-line´aires par morceaux.
Finalement, les sections de τ ′ de´finies pre´ce´demment sont de´finies sur des intervalles
contenus dans J . Soient I un tel intervalle et ε ∈ I. Rappelons que l’image de la fibre
de τ ′ au-dessus de ηε par le morphisme
π : M (A {T, U}/(fT − U))→ M (A ) = X
est isomorphe au domaine affino¨ıde Vε. Pour ε
′ ∈ I, ε′ ≤ ε, les images des sections
par le morphisme π joignent les composantes connexes de Vε a` celles de V
′
ε . Puisque
les diffe´rentes sections aboutissent a` des composantes connexes distinctes et que toutes
sont atteintes, on en de´duit que les composantes connexes de Vε sont les traces de celles
de V ′ε .
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3. E´limination des multiplicite´s
Conservons les hypothe`ses de la partie pre´ce´dente : le corps k est un corps alge´-
briquement clos dont la valuation n’est pas triviale, l’espace X un espace strictement
k-affino¨ıde inte`gre et la norme spectrale de la fonction f vaut 1. Nous de´montrons ici
le the´ore`me 1 dans ce cas particulier.
Remarquons que, puisque le morphisme de normalisation est continu et surjectif,
nous pouvons, quitte a` remplacer X par son normalise´, supposer que l’espace X est
normal. D’apre`s [25], 4.18, les domaines Vε, pour ε > 0, sont alors normaux. Il nous
suffit donc de montrer qu’ils sont connexes, pour ε assez petit.
D’apre`s le paragraphe pre´ce´dent, nous disposons d’un morphisme plat,
τ : M (A {T, U}/(fT − U))→ D,
dont seule la fibre au-dessus du point 0 peut pre´senter des multiplicite´s. Nous allons
montrer qu’il est possible de modifier ce morphisme de fac¸on que toutes ses fibres
deviennent re´duites.
Dans les raisonnements qui suivent, nous quittons le domaine des espaces analytiques
pour celui des sche´mas. Il nous faut donc introduire de nouveaux objets. Soient D =
Spec(k{U}), F = Spec(A {T, U}/(fT − U)) et α : F → D le morphisme induit par
t : k{U} → A {T, U}/(fT −U). Soient x un point ferme´ de D \ {0} et x le point rigide
de D qui lui correspond. La fibre de α au-dessus de x a meˆme anneau que la fibre de τ
au-dessus de x. En particulier, elle est re´duite.
D’apre`s 2.1, le sche´ma F est normal. Le proble`me de re´duction des fibres auquel
nous sommes confronte´s se rame`ne donc a` un proble`me de multiplicite´s ge´ne´riques. En
effet, une hypersurface principale d’un sche´ma normal et noethe´rien est re´duite si, et
seulement si, elle est ge´ne´riquement re´duite (c’est une conse´quence de la condition (S2),
cf. [57], 17.I).
Rappelons que si R et S sont deux anneaux de valuation discre`te et que S domine
R, on dit que S est faiblement non ramifie´ au-dessus de R lorsque l’ide´al maximal
de R engendre l’ide´al maximal de S. Si x de´signe un point ferme´ de D, la remarque
pre´ce´dente entraˆıne que la fibre α−1(x) au-dessus de x est re´duite si, et seulement si,
l’anneau OF,η est faiblement non ramifie´ au-dessus de l’anneau OD,x, pour tout point
ge´ne´rique η de α−1(x). Aussi les me´thodes que nous mettrons en œuvre viseront-elles
a` e´liminer la ramification. Dans le cas ou` elle est mode´re´e, le lemme d’Abhyankar nous
montre qu’il est possible d’y parvenir, apre`s un nombre fini d’extensions de Kummer sur
la base. Pour traiter le cas ge´ne´ral, nous utiliserons le the´ore`me que de´montre H. Epp
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dans [31]. Rappelons-en l’e´nonce´, sous la forme corrige´e qu’en proposent J. Oesterle´ et
L. Pharamond dit d’Costa ([60], appendice, the´ore`me 2) :
The´ore`me 3.1 (Epp). — Soient A et A′ deux anneaux de valuation discre`te, K et
K ′ leur corps de fractions, k et k′ leur corps re´siduel. On suppose que A′ domine A. Si
la caracte´ristique p de k n’est pas nulle, on suppose que les e´le´ments de k′p
∞
, le plus
grand sous-corps parfait de k′, sont alge´briques et se´parables sur k. Il existe alors une
extension alge´brique K1 de degre´ fini de K telle que :
a) la fermeture inte´grale A1 de A dans K1 soit un A-module de type fini et un anneau
de valuation discre`te ;
b) si K ′1 est une extension compose´e de K1 et K
′, tout anneau de valuation discre`te A′1
de corps des fractions K ′1 qui domine A
′ est faiblement non ramifie´ au-dessus de A1.
Nous aurons besoin d’utiliser le fait que la proprie´te´ d’eˆtre faiblement non ramifie´
reste stable par certaines ope´rations. Le re´sultat suivant se de´duit sans peine de la
proposition 1 de l’appendice du meˆme article [60].
Proposition 3.2. — Soient A et A′ deux anneaux de valuation discre`te, K et K ′ leur
corps de fractions, k et k′ leur corps re´siduel. On suppose que A′ domine A et que A′
est faiblement non ramifie´ au-dessus de A. Soit A1 un anneau de valuation discre`te
dont le corps des fractions K1 est une extension alge´brique de degre´ fini de K et dont
le corps re´siduel k1 est une extension se´parable de k. Alors, si K
′
1 est une extension
compose´e de K1 et K
′, tout anneau de valuation discre`te A′1 de corps des fractions K
′
1
qui domine A′ est faiblement non ramifie´ au-dessus de A1.
Notons η1, . . . , ηp, avec p ∈ N∗, les points ge´ne´riques de la fibre du morphisme α
au-dessus de 0. Pour chaque i ∈ [[1, p]], nous allons appliquer le the´ore`me de Epp aux
anneaux de valuation discre`te OD,0 et OF,ηi . Les hypothe`ses en sont ve´rifie´es, en vertu
du re´sultat suivant.
Lemme 3.3. — Supposons que la caracte´ristique du corps alge´briquement clos k ne
soit pas nulle. Soit B une alge`bre strictement k-affino¨ıde inte`gre. Alors le plus grand
sous-corps parfait contenu dans le corps des fractions de B est e´gal a` k.
De´monstration. — D’apre`s le lemme de normalisation de Noether ([12], 6.1.2/2), il
existe d ∈ N et un morphisme fini ϕ : k{T1, . . . , Td} → B. La conclusion du lemme
est ve´rifie´e pour le corps Frac(k{T1, . . . , Td}), car l’anneau k{T1, . . . , Td} est factoriel.
D’apre`s [31], §0.4, elle l’est encore apre`s toute extension finie, ce qui s’applique, en
particulier, a` Frac(B).
Quel que soit i ∈ [[1, p]], nous obtenons ainsi une extension alge´brique finie Kηi de
Frac(k{U}) ve´rifiant les conclusions du the´ore`me de Epp.
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Soient K1 une extension finie de k{U} dans laquelle s’injectent tous les corps Kηi ,
avec i ∈ [[1, p]], et engendre´e par les images de ces corps. Notons N la fermeture
inte´grale de k{U} dans K1. Nous allons, a` pre´sent, conside´rer le spectre de la fermeture
inte´grale de A {T, U}/(fT − U) dans un compose´ du corps de ses fractions et de K1.
Ge´ome´triquement, cela revient a` conside´rer le produit fibre´ de F par ∆ = Spec(N )
au-dessus de D, puis a` le normaliser. Notons G = Spec(G ) le sche´ma ainsi obtenu.
F
α

F ×D ∆
µoo
β

G
γ
{{vv
v
v
v
v
v
v
v
v
oo
D ∆
λoo
Commenc¸ons par e´noncer quelques remarques sur les morphismes et les espaces ap-
paraissant dans le diagramme.
a) Le morphisme surjectif λ : ∆ = Spec(N )→ D est plat et surjectif. Puisque l’anneau
k{U} est excellent, il est e´galement fini. En particulier, l’anneau N est un anneau
de Dedekind et une alge`bre strictement k-affino¨ıde.
b) Le morphisme µ : F ×D ∆ → F est, lui aussi, fini, plat et surjectif. Le morphisme
G→ F est donc encore fini et l’anneau G est une alge`bre strictement k-affino¨ıde. On
en de´duit e´galement que toutes les composantes connexes de G se surjectent sur F .
c) Le morphisme β : F ×D ∆→ ∆ est plat et surjectif.
d) Le morphisme γ est surjectif. Il est e´galement plat, puisque, quelle que soit la com-
posante connexe H de G, l’anneau de Dedekind N s’injecte dans l’anneau de H ,
qui est inte`gre et donc sans torsion.
E´tablissons encore deux proprie´te´s, moins imme´diates :
Lemme 3.4. — Le sche´ma F ×D ∆ est normal hors des fibres de α ◦ µ au-dessus du
point 0. En particulier, si x est un point de ∆ \ λ−1(0), alors la fibre de γ au-dessus de
x est isomorphe a` celle de β au-dessus de x et donc a` celle de α au-dessus de λ(x).
De´monstration. — Remarquons, tout d’abord, que les fibres du morphisme α autres
que la fibre au-dessus de 0 sont toutes normales. En effet, pour la fibre ge´ne´rique, c’est
e´vident et cela de´coule de l’interpre´tation ge´ome´trique des fibres du morphisme τ pour
les points ferme´s. Puisqu’en outre, α est plat, le morphisme F \ α−1(0) → D \ {0} est
normal, au sens de [38], 6.8.1. Puisque ∆ \ λ−1(0) est un sche´ma normal, on en de´duit
que (F \ α−1(0))×D\{0} (∆ \ λ
−1(0)) est encore normal, en vertu de [38], 6.14.1.
Lemme 3.5. — Les fibres du morphisme γ sont ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es.
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De´monstration. — Les fibres du morphisme α, a` l’exception e´ventuelle de α−1(0), sont
ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es. On en de´duit, a` l’aide du lemme pre´ce´dent, que
les fibres du morphisme γ au-dessus des points de ∆\λ−1(0) le sont encore. Il nous reste
a` conside´rer les fibres au-dessus de λ−1(0), qui est une re´union finie de points ferme´s.
Puisque le corps de base k est suppose´ alge´briquement clos, elles sont e´videmment
encore de´ploye´es.
Soient x un point ferme´ de ∆ et H une composante connexe de G. La fibre du
morphisme γH , induit par γ surH , au-dessus de ce point est une hypersurface principale
diffe´rente de H . Soit ζ l’un de ses points ge´ne´riques. Il est de codimension 1 dans H ,
tout comme l’est son image η dans F , par les the´ore`mes de Cohen et Seidenberg. Le
point η est un donc un point ge´ne´rique de la fibre de α au-dessus du point ferme´ λ(x)
de D et l’anneau local OH,ζ est un anneau de valuation discre`te dominant OF,η et dont
le corps des fractions co¨ıncide avec le corps des fonctions de H . La construction de G et
la proposition 3.2 nous permettent alors d’affirmer que l’anneau de valuation discre`te
OG,ζ = OH,ζ est faiblement non ramifie´ au-dessus de O∆,x. Par conse´quent, la fibre
γ−1(x) est ge´ne´riquement re´duite, et donc re´duite, puisqu’il s’agit d’une hypersurface
principale d’un sche´ma normal et noethe´rien.
Revenons, a` pre´sent, a` des morphismes entre espaces analytiques.
X M (A {T, U}/(fT − U))oo
τ

M (G )oo
σ

D N
δoo
Soit ω un point rigide de N = M (N ) qui s’envoie sur 0 ∈ D par le morphisme
δ : N → D. D’apre`s le lemme 3.4, il existe un voisinage affino¨ıde V de ω dans N tel que,
pour tout point rigide v de V \{ω}, la fibre du morphisme σ : M (G )→ N au-dessus de v
soit isomorphe a` Vε ⊗ˆk H (w), ou` w = δ(v), ε = |U(w)| > 0 et Vε = {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}.
Toutes les conditions sont, a` pre´sent, re´unies pour que nous puissions appliquer la
the´ore`me 1.9 au morphisme σ au voisinage du point ω. En effet, le morphisme σ est plat
et a` fibres ge´ome´triquement re´duites et de´ploye´es, car γ l’est. Le the´ore`me nous assure
l’existence d’une partie simple P d’un domaine affino¨ıde de V , de morphisme quasi-
e´tales et de sections satisfaisant certaines conditions. Rappelons qu’une partie simple
contenant un point rigide contient toujours un voisinage de ce point. Conside´rons un
morphisme quasi-e´tale e : U → V dont l’image contient P . Choisissons un point rigide ω′
de U qui soit un ante´ce´dent de ω par e. Puisque le corps de base k est alge´briquement
clos, le corps re´siduel comple´te´ H (ω) l’est e´galement et le morphisme e induit un
isomorphisme
H (ω)
∼
−→ H (ω′).
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Puisque les points ω et ω′ sont rigides et donc inte´rieurs, on en de´duit qu’il existe un
isomorphisme local entre un voisinage affino¨ıde de ω′ et un voisinage affino¨ıde de ω, en
vertu de [5], 3.4.1.
En composant les diffe´rents isomorphismes re´ciproques par les sections du the´ore`me
et en restreignant de fac¸on ade´quate, nous de´duisons finalement l’existence d’un voi-
sinage V ′ de ω dans V et d’une famille finie T de sections de σ sur V ′ satisfaisant la
condition suivante : pour tout point v de V ′, chaque composante connexe de la fibre
du morphisme σ au-dessus de v contient un et un seul e´le´ment de la forme t(v), avec
t ∈ T . Remarquons que nous pouvons supposer que V ′ est connexe par arcs, puisque
N l’est localement.
Puisque le morphisme δ : N → D est fini et plat, il est ouvert au voisinage des points
rigides de N , donc il existe ε > 0 tel que l’image de V ′ par δ contienne l’ensemble
{d ∈ D | |U(d)| ≤ ε}. Soit v un e´le´ment de V ′ tel que |U(δ(v))| = ε. Soit ε′ ∈ ]0, ε]. Il
existe un chemin continu l dans V ′ joignant v a` un point v′ ve´rifiant les deux conditions
|U(δ(l))| ⊂ [ε′, ε] et |U(δ(v′))| = ε′.
Pour chaque t ∈ T , l’image du chemin l par la section t fournit un chemin lt dans
M (G ).
Projetons, a` pre´sent, les chemins ainsi construits dans X par le morphisme
M (G )→ M (A {T, U}/(fT − U))→ X = M (A ).
Quel que soit w ∈ l, chaque composante connexe de σ−1(w) coupe un et un seul des che-
mins lt, avec t ∈ T . Les images de ces chemins joignent donc les composantes connexes
de Vε aux composantes connexes de Vε′ . En particulier, les composantes connexes de
Vε sont les traces de celles de Vε′ et donc les traces de celles de {x ∈ X / f(x) 6= 0}.
Or, d’apre`s [3] ou [56], le comple´mentaire de l’hypersurface de´finie par f dans X est
connexe, de`s que X est connexe. Par conse´quent, le domaine affino¨ıde Vε est connexe.
Nous avons finalement de´montre´ le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.6. — Soient k un corps ultrame´trique complet alge´briquement clos dont
la valuation n’est pas triviale, X un espace strictement k-affino¨ıde inte`gre et f une
fonction analytique sur X dont la norme spectrale vaut 1. Alors le domaine affino¨ıde
de X de´fini par
{x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}
est irre´ductible, de`s que ε est assez petit.
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4. De´monstration des the´ore`mes annonce´s
Dans cette partie, nous expliquons comment de´duire les the´ore`mes 1 et 2 en toute
ge´ne´ralite´ a` partir de ceux de´montre´s dans les deux paragraphes pre´ce´dents. Fixons k
un corps ultrame´trique complet et X un espace k-affino¨ıde d’alge`bre A .
Inte´ressons-nous, tout d’abord, au the´ore`me 1. Soient n ∈ N∗ et f1, . . . , fn des fonc-
tions analytiques sur X . Quel que soit ε = (ε1, . . . , εn) ∈ (R∗+)
n, nous noterons Vε le
domaine analytique de X de´fini par
Vε =
⋃
1≤j≤n
{x ∈ X | |fj(x)| ≥ εj}.
Supposons que l’espace X soit irre´ductible et montrons que le domaine affino¨ıde Vε est
irre´ductible, de`s que ε est assez petit. Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, puisque le
morphisme de normalisation est continu et surjectif, nous pouvons, quitte a` remplacer
X par son normalise´, supposer que l’espace X est normal.
Soit j ∈ [[1, n]]. Commenc¸ons par nous inte´resser aux espaces affino¨ıdes du type
Vj,ε = {x ∈ X | |fj(x)| ≥ ε},
avec ε > 0. Soit K un corps ultrame´trique complet alge´briquement clos contenant k
tel que l’espace X⊗ˆK soit strictement K-affino¨ıde. Le re´sultat que nous cherchons a`
de´montrer est e´vident lorsque la fonction fj est nulle. Nous excluons dore´navant ce cas.
D’apre`s [12], 6.2.1/4 (ii), il existe alors c ∈ K∗ et m ∈ N∗ tels que |c fmj |sup = 1. Nous
pouvons donc supposer que la norme spectrale de fj vaut 1, quitte a` remplacer fj par
c fmj , les domaines affino¨ıdes en jeu e´tant alors lie´s par la relation
{x ∈ X⊗ˆkK | |c f
m
j (x)| ≥ ε} =
{
x ∈ X⊗ˆkK | |fj(x)| ≥
(
ε
|c|
)1/m}
.
L’espace strictement K-affino¨ıde X⊗ˆkK posse`de un nombre fini Z1, . . . , Zr, avec
r ∈ N, de composantes irre´ductibles. Sur chacune d’elles, le the´ore`me 1 est valable,
d’apre`s le the´ore`me 3.6. Par conse´quent, il existe ε′ > 0 tel que, quel que soit i ∈ [[1, r]]
et quel que soit ε ∈ ]0, ε′], l’espace
{z ∈ Zi | |fj(z)| ≥ ε}
soit connexe.
Pour i ∈ [[1, r]], notons Yi l’image de Zi dans X . Quitte a` imposer un nouvel ordre
sur les indices, nous pouvons supposer qu’il existe s ∈ [[1, r]] tel que Z1, . . . , Zs ne soient
pas contenus dans
V+ = {x ∈ X | fj(x) 6= 0}
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et que Zs+1, . . . , Zr le soient. Pour i ∈ [[1, s]], choisissons un point Pi de Yi en lequel
fj ne s’annule pas. D’apre`s [3] ou [56], l’espace V+ est connexe et meˆme connexe par
arcs, en vertu de [4], 3.2.1. Par conse´quent, quel que soit i ∈ [[2, s]], il existe un chemin
joignant P1 a` Pi sur lequel fj ne s’annule jamais. Ce chemin e´tant compact, la fonction
fj y atteint son minimum ε
′
i > 0.
Posons εj = min(ε
′, ε′2, . . . , ε
′
s). Soit ε ∈ ]0, εj [ . Puisque le morphisme de changement
de base
X⊗ˆkK → X
est continu et surjectif, le domaine affino¨ıde Vj,ε est connexe. D’apre`s [25], 4.18, il est
e´galement normal, car X est normal. On en de´duit qu’il est donc irre´ductible.
Nous pouvons, sans perte de ge´ne´ralite´, supposer qu’aucune des fonctions fj, avec j ∈
[[1, n]], n’est nulle. Puisque X est irre´ductible, il existe un point x de X en lequel aucune
des fonctions fj, avec j ∈ [[1, n]], ne s’annule. Soit ε ∈
∏n
j=1 ]0,min(εj , |fj(x)|)[ . Le
domaine analytique Vε est alors re´union de parties connexes dont l’intersection contient
un voisinage de x dans X . Le lemme suivant nous montre qu’il est irre´ductible.
Lemme 4.1. — Soient V et W deux domaines analytiques irre´ductibles de X. Si
l’inte´rieur de l’intersection V ∩W n’est pas vide, alors la re´union V ∪W est irre´ductible.
De´monstration. — Supposons que le domaine analytique V ∪W soit connexe. Soient
Y et Z deux ferme´s de Zariski de V ∪W dont la re´union recouvre V ∪W . Supposons
que Y 6= V ∪W . Nous avons alors Y ∩ V 6= V ou Y ∩W 6=W . Nous pouvons supposer
que Y ∩ V 6= V . Par irre´ductibilite´ de V , nous avons alors Z ∩ V = V , autrement dit,
V ⊂ Z. Par irre´ductibilite´ de W , nous devons avoir W ⊂ Y ou W ⊂ Z.
Supposons, par l’absurde que l’on ait W ⊂ Y . Nous avons alors V ∩W ⊂ Y ∩ Z. Le
domaine analytique d’inte´rieur non vide V ∩W de V est donc contenu dans le ferme´
de Zariski non trivial Y ∩ Z du domaine analytique irre´ductible V . D’apre`s [4], 3.3.21,
cette situation est impossible.
Finalement, nous avons W ⊂ Z et donc V ∪W ⊂ Z. Par conse´quent, le domaine
analytique V ∪W est irre´ductible.
Passons a` la de´monstration du the´ore`me 2. Soit f une fonction analytique sur X .
Nous noterons RX le sous-Q-espace vectoriel de R
∗
+ engendre´ par les valeurs non nulles
de la norme spectrale sur l’alge`bre k-affino¨ıde A . En particulier, si X est strictement
k-affino¨ıde, on a RX =
√
|k∗|. Cette de´finition est justifie´e par le lemme suivant.
Lemme 4.2. — Il existe un corps L ultrame´trique complet alge´briquement clos et de
valuation non triviale contenant k tel que l’espace X⊗ˆkL soit strictement L-affino¨ıde.
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Un tel corps peut eˆtre choisi de fac¸on a` ve´rifier en outre
|L∗| =
√
|L∗| = RX .
Dans un premier temps, nous nous inte´resserons a` la partie du the´ore`me 2 concernant
les composantes connexes. L’espace X n’est plus suppose´ irre´ductible. Nous utiliserons
la de´finition suivante.
De´finition 4.3. — Soient Y un espace k-analytique et g une fonction analytique sur
Y . Nous dirons qu’un intervalle I de R+ est re´gulier pour la fonction g sur l’espace
Y si, quels que soient ε′, ε ∈ I, avec ε′ ≤ ε, l’application
π0({y ∈ Y | |g(y)| ≥ ε})→ π0({y ∈ Y | |g(y)| ≥ ε
′})
induite par l’inclusion est bijective.
D’apre`s [25], 5.5, le nombre de composantes connexes ge´ome´triques de X et de ses
domaines affino¨ıdes reste inchange´ lorsque l’on e´tend le corps de base. Par conse´quent,
quitte a` changer k en le corps L du lemme pre´ce´dent, nous pouvons supposer que le corps
k est alge´briquement clos, de valuation non triviale et que l’espace X est strictement
k-affino¨ıde. Il nous faudra cependant remplacer
√
|k∗| par
√
|L∗| = |L∗| = RX .
Afin de re´duire encore notre proble`me, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 4.4. — Supposons que l’espace X soit re´union de deux ferme´s de Zariski Y
et Z sur lesquels il existe une partition finie de R+ en intervalles re´guliers pour f et
dont les bornes sont des e´le´ments de
√
|k∗| ∪ {0,+∞}. Alors, la meˆme proprie´te´ vaut
sur X.
De´monstration. — Quel que soit ε > 0, nous noterons
V ′ε = {x ∈ Y | |f(x)| ≥ ε} et V
′′
ε = {x ∈ Z | |f(x)| ≥ ε}.
Soit I un intervalle de R+ qui soit re´gulier pour f a` la fois sur Y et sur Z et dont les
bornes sont des e´le´ments de
√
|k∗| ∪ {0,+∞}. Il suffit de montrer qu’un tel intervalle
admet une partition finie en intervalles re´guliers pour f sur X avec la meˆme condition
sur les bornes. Nous pouvons supposer que, quel que soit ε ∈ I, l’espace affino¨ıde Vε
n’est pas vide.
Soit α ∈ I. Notons C1, . . . , Cr, avec r ∈ N, les composantes connexes de V ′α et
Cr+1, . . . , Cs, avec s ∈ N, celles de V ′′α . Pour ε ∈ I et i ∈ [[1, r]], nous noterons Ci,ε
l’unique composante connexe de V ′ε qui ve´rifie
Ci,ε ∩ V
′
max(ε,α) = Ci ∩ V
′
max(ε,α).
Pour ε ∈ I et j ∈ [[r + 1, s]], on de´finit de meˆme une composante connexe Cj,ε de V ′′ε .
Soit ε ∈ I. Remarquons que toute composante connexe C de Vε s’e´crit de manie`re
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unique sous la forme
C =
⋃
i∈P
Ci,ε,
ou` P de´signe une partie de [[1, s]]. De´finissons l’application
cε : [[1, s]]→ P([[1, s]])
qui a` un entier i ∈ [[1, s]] associe l’ensemble des entiers j ∈ [[1, s]] tels que Cj,ε et Ci,ε
soient contenus dans la meˆme composante connexe de Vε.
L’application c : ε 7→ cε ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs et est
de´croissante, au sens ou`, pour ε′ ≥ ε, on a
∀i ∈ [[1, s]], cε′(i) ⊂ cε(i).
Par conse´quent, il existe une partition finie P de I en intervalles sur lesquels l’application
c est constante. Chacun de ces intervalles est re´gulier pour f sur X .
Soit β ∈
√
|k∗| tel que l’application c soit constante sur l’intervalle I ∩ [0, β]. Les
parties C1,β , . . . , Cs,β sont alors des domaines strictement affino¨ıdes de Vβ et donc de
X . Nous pouvons choisir les intervalles de la partition P de fac¸on que leurs bornes
diffe´rentes de celles de l’intervalle I soient contenues dans l’ensemble E des e´le´ments ε
de I pour lesquels il existe des indices i, j ∈ [[1, s]] tels que
∀ε′ ∈ I ∩ [0, ε[, Ci,β ∩Cj,β ∩ Vε′ 6= ∅
et
∀ε′ ∈ I ∩ ]ε,+∞[, Ci,β ∩ Cj,β ∩ Vε′ = ∅.
En d’autres termes, chaque e´le´ment de E peut eˆtre obtenu comme la valeur maximale
de la valeur absolue de la fonction f sur un certain domaine strictement affino¨ıde de X .
D’apre`s [12], 6.2.1/4, on en de´duit que E ⊂
√
|k∗|.
Taˆchons, tout d’abord, de de´montrer qu’il existe une partition finie de R+ en inter-
valles re´guliers pour f sur X et dont les bornes sont des e´le´ments de
√
|k∗| ∪ {0,+∞}.
Puisque l’espace k-affino¨ıde X posse`de un nombre fini de composantes irre´ductibles,
le lemme pre´ce´dent nous montre qu’il suffit de le prouver pour chacune d’elles. Nous
pouvons donc supposer que l’espace X est irre´ductible et meˆme inte`gre. D’apre`s [12],
6.2.1/4 (ii), si la fonction f n’est pas nulle, nous pouvons supposer que sa norme spec-
trale vaut 1. Dans ce cas, nous savons, d’apre`s le the´ore`me 1, qu’il existe ε′ ∈ ]0, 1]∩
√
|k∗|
tel que, quel que soit ε ∈ ]0, ε′], l’espace
Vε = {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}
soit connexe. Par hypothe`se, l’espace V0 = X est connexe, donc l’intervalle [0, ε
′[ est
re´gulier pour f sur X . Quel que soit ε ∈ ]1,+∞[, l’espace Vε est vide et l’intervalle
]1,+∞[ est donc e´galement re´gulier pour f sur X . Le the´ore`me 1.10 nous assure encore
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qu’il est possible de de´couper l’intervalle [ε′, 1] en un nombre fini d’intervalles re´guliers
pour f sur X et dont les bornes sont des e´le´ments de
√
|k∗| ∪{0,+∞}. Par conse´quent,
il existe une partition finie de R+ en intervalles re´guliers pour f sur X dont les bornes
jouissent de la meˆme proprie´te´.
Inte´ressons-nous a` pre´sent a` la forme des intervalles de la partition pre´ce´dente. Les
lemmes qui suivent nous permettront de l’obtenir, concluant ainsi la de´monstration du
the´ore`me 2.
Lemme 4.5. — Quel que soit β > 0, il existe α ∈ [0, β[ tel que, quel que soit ε ∈ [α, β],
l’application naturelle
π0(Vβ)→ π0(Vε)
soit injective.
De´monstration. — Soit β > 0. Puisque Vβ ne posse`de qu’un nombre fini de composantes
connexes, il suffit de montrer que deux d’entre elles, C0 et C1, distinctes, sont contenues
dans deux composantes connexes distinctes de Vε, avec ε ≤ β, de`s que ε est assez proche
de β.
Remarquons qu’il existe une fonction, g analytique sur Vβ , ve´rifiant
g|C0 ≡ 0, g|C1 ≡ 1 et g
2 − g = 0.
Puisque Vβ est un domaine rationnel de X , nous pouvons approcher la fonction g,
uniforme´ment sur Vβ , par une suite de quotients d’e´le´ments de A sans poˆles sur Vβ .
Par conse´quent, il existe p, q ∈ A tels que q ne s’annule pas sur Vβ et
∀x ∈ Vβ , |g(x) − h(x)| ≤
1
3
et |h2(x) − h(x)| ≤
1
5
,
ou` h = p/q. Le lieu d’annulation de q est une partie compacte de X , disjointe de Vβ ,
sur laquelle la fonction continue f atteint son maximum M < β. Soit M ′ ∈ ]M,β]. La
fonction me´romorphe h est analytique sur VM ′ . De´finissons un compact K de VM ′ par
K =
{
x ∈ VM ′ | |h
2(x) − h(x)| ≥
1
4
}
.
La fonction continue f y atteint son maximum M1. Puisque K et Vβ sont disjoints, on
a ne´cessairement M1 < β. Fixons α ∈ ]M1, β[.
Soit ε ∈ [α, β]. Le compact K est disjoint de Vε donc, quel que soit x ∈ Vε, on a
|h(h− 1)(x)| < 1/4. Posons
D0 =
{
x ∈ Vε | |h(x)| <
1
2
}
et D1 =
{
x ∈ Vε | |h(x)− 1| <
1
2
}
.
Ces deux ouverts sont disjoints et recouvrent Vε. Par conse´quent, ils sont re´unions de
composantes connexes. En outre, C0 ⊂ D0 et C1 ⊂ D1, donc les parties C0 et C1 sont
contenues dans deux composantes connexes distinctes de Vε.
36 JE´ROˆME POINEAU
Lemme 4.6. — Si l’intervalle [α, β[ est re´gulier pour f sur X, alors l’intervalle [α, β]
l’est encore.
De´monstration. — Il nous suffit de montrer que l’application naturelle
ι : π0(Vβ)→ π0(Vα)
est bijective. D’apre`s le lemme 4.5, elle est injective. Montrons qu’elle est e´galement
surjective.
Soit C une composante connexe de Vα. C’est une partie compacte sur laquelle la
fonction continue f atteint son maximum M . Puisque l’intervalle [α, β[ est re´gulier
pour f sur X , on a C ∩ Vε 6= ∅ et donc M ≥ ε, quel que soit ε ∈ [α, β[. On en de´duit
que M ≥ β, autrement dit que C ∩ Vβ 6= ∅. Choisissons une composante connexe de Vβ
coupant C. Elle s’envoie sur C par ι. L’application ι est donc surjective.
Il nous reste a` de´montrer la partie du the´ore`me 2 qui concerne les composantes irre´ductibles.
Elle se de´duit de celle qui concerne les composantes connexes lorsqu’on l’applique au
normalise´ de X .
E´nonc¸ons, a` pre´sent, un corollaire du the´ore`me 1. Il figure de´ja` dans [4], §2.3, sans
de´monstration.
Corollaire 4.7. — Un point d’un bon espace k-analytique en lequel l’anneau local est
inte`gre posse`de une base de voisinages affino¨ıdes irre´ductibles.
De´monstration. — L’espace e´tant bon, il suffit de de´montrer que tout point d’un es-
pace k-affino¨ıde en lequel l’anneau local est inte`gre posse`de un voisinage affino¨ıde
irre´ductible. Soient Y un espace k-affino¨ıde et y un point de Y en lequel l’anneau local
OY,y est inte`gre. Alors le point y ne peut eˆtre situe´ que sur une seule des composantes
irre´ductibles de Y . Notons F cette composante et G la re´union des autres. Soit g une
fonction analytique sur Y nulle sur le ferme´ de Zariski G et ne s’annulant pas en y.
D’apre`s le the´ore`me 1, il existe ε ∈ ]0, |f(x)|[ tel que le domaine affino¨ıde
{y′ ∈ Y | |f(y′)| ≥ ε} = {y′ ∈ F | |f(y′)| ≥ ε}
soit irre´ductible.
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5. Privile`ge
Dans cette partie, nous e´nonc¸ons et de´montrons un re´sultat de privile`ge pour les
varie´te´s analytiques p-adiques. La septie`me partie de l’article [24] d’A. Douady est
consacre´e a` cette notion, dans le cadre analytique complexe. Rappelons-en quelques
de´finitions et notations.
Si K est une partie compacte de Cn, avec n ∈ N, on note O(K) l’espace vectoriel des
germes de fonctions analytiques au voisinage de K et B(K) son adhe´rence dans l’espace
de Banach des fonctions continues surK. Si F est un faisceau analytique cohe´rent de´fini
au voisinage de K, on note F (K) la limite inductive des modules des sections de F
sur les voisinages ouverts de K et
B(K,F ) = B(K)⊗O(K) F (K).
Revenons, a` pre´sent, au cadre des espaces analytiques de´finis sur un corps ultrame´trique
complet. Soient Y un espace k-analytique normal et se´pare´ et V = M (A ) un domaine
affino¨ıde de Y contenu dans l’inte´rieur de Y . En de´finissant B(V ) de la meˆme fac¸on que
pre´ce´demment, on obtient un isomorphisme
B(V )
∼
−→ A
et l’on retrouve les sections du faisceau structural pour la G-topologie. De meˆme, si F
de´signe un faisceau cohe´rent pour la G-topologie de Y , la formule de´finissant B(V,F )
redonne exactement le A -module de type fini F (V ) des sections globales de F sur V .
De´finition 5.1. — Soient k un corps ultrame´trique complet, Y un bon espace k-analytique
et F un faisceau cohe´rent de´fini sur Y . Nous dirons qu’un voisinage affino¨ıde V d’un
point y de l’espace k-analytique Y est privile´gie´ pour le faisceau F s’il ve´rifie
F (V ) →֒ Fy ,
ou` F (V ) doit eˆtre pris au sens de la G-topologie et Fy au sens de la topologie sur
l’espace topologique sous-jacent |Y |.
Pour qu’un voisinage compact K d’un point soit privile´gie´, A. Douady impose non
seulement la condition qui figure dans la de´finition, mais encore une autre qui porte sur
des proprie´te´s d’exactitude du foncteur B(K, .) (cf. [24], §7, de´finition 2). Dans notre
cadre, elles seront toujours ve´rifie´es pour les domaines affino¨ıdes.
Signalons que l’on peut penser a` un voisinage privile´gie´ pour un faisceau cohe´rent
comme un voisinage sur lequel vaut une ge´ne´ralisation de l’unicite´ du prolongement
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analytique. En effet, si Y de´signe un espace k-analytique irre´ductible et re´duit, nous
savons, d’apre`s [4], 3.3.21, qu’une fonction nulle sur un ouvert non vide de Y est iden-
tiquement nulle. Ce re´sultat se traduit par le fait que Y est un voisinage privile´gie´ de
tous ses points pour le faisceau structural. Nous en de´duisons aussitoˆt le lemme suivant.
Lemme 5.2. — Dans un espace k-analytique re´duit, un voisinage affino¨ıde d’un point
est privile´gie´ pour le faisceau structural de`s que toutes les composantes irre´ductibles du
voisinage passent par ce point.

Nous souhaitons montrer ici que tout point d’un espace k-analytique posse`de un
syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes privile´gie´s pour un faisceau cohe´rent fixe´,
du moins lorsque l’espace est bon. Ce re´sultat est analogue a` celui de´montre´ par A.
Douady dans [24] (§6, the´ore`me 1). Notre de´monstration reprend des ide´es qui figurent
dans l’article [33] de J. Frisch.
Lemme 5.3. — Soient Y un espace k-analytique, y un point de Y et
0→ F ′ → F → F ′′
une suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Y . Alors, un voisinage affino¨ıde de y pri-
vile´gie´ pour les faisceaux F ′ et F ′′ l’est encore pour le faisceau F .
De´monstration. — Ce re´sultat provient directement de l’exactitude a` gauche du fonc-
teur des sections globales.
Lemme 5.4. — Soient Y un espace k-affino¨ıde et F un faisceau cohe´rent sur Y . Alors
il existe un entier r ∈ N, une filtration
0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fr = F
de F par des sous-faisceaux cohe´rents et r ferme´s de Zariski de Y inte`gres Z0, . . . , Zr−1
ve´rifiant la condition suivante : quel que soit i ∈ [[0, r − 1]], on dispose d’un isomor-
phisme de faisceaux
Fi+1/Fi ≃ OZi .
De´monstration. — Le module F (Y ) des sections du faisceau cohe´rent F sur Y est un
module de type fini sur l’alge`bre B de Y . Par conse´quent, il existe un entier r ∈ N, une
filtration
0 =M0 ⊂M1 ⊂ . . . ⊂Mr =M
de M par des sous-B-modules de type fini ve´rifiant la condition suivante : quel que soit
i ∈ [[0, r − 1]], il existe un ide´al premier pi de B et un isomorphisme
Mi+1/Mi ≃ B/pi.
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Pour i ∈ [[0, r]], notons Fi le faisceau cohe´rent associe´ a`Mi sur Y et, pour i ∈ [[0, r − 1]],
notons Zi le ferme´ de Zariski inte`gre de Y d’alge`bre B/pi. Ils satisfont la conclusion du
lemme.
The´ore`me 5.5. — Soient k un corps ultrame´trique complet, Y un bon espace k-analytique
et F une famille finie de faisceaux cohe´rents sur Y . Tout point de Y posse`de un syste`me
fondamental de voisinages affino¨ıdes privile´gie´s pour chacun des faisceaux de F .
De´monstration. — Soit y ∈ Y . Par de´finition d’un bon espace, le point y posse`de un
syste`me fondamental V de voisinages affino¨ıdes dans Y . Il suffit de montrer que, quel
que soit V ∈ V , le point y posse`de un voisinage affino¨ıde dans V qui soit privile´gie´ pour
chacun des faisceaux de F . Soit V ∈ V . Notons B son alge`bre.
Soit F un e´le´ment de F . D’apre`s le lemme 5.4, il existe entier r(F ) ∈ N, une
filtration
0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fr(F) = F
de F par des sous-faisceaux cohe´rents et r(F ) ferme´s de Zariski de V inte`gres
ZF ,0, . . . , ZF ,r(F)−1
ve´rifiant la condition suivante : quel que soit i ∈ [[0, r(F ) − 1]], on dispose d’un isomor-
phisme de faisceaux
Fi+1/Fi ≃ OZF,i .
De´finissons l’ensemble
P = {ZF ,i, F ∈ F , 0 ≤ i ≤ r(F ) − 1}.
D’apre`s le lemme 5.3, il nous suffit pour conclure de montrer que le point y posse`de
un voisinage affino¨ıde privile´gie´ pour chacun des faisceaux OZ , avec Z ∈ P . Notons Q
l’ensemble des e´le´ments de P e´vitant le point y. Leur re´union R de´finit un ferme´ de
Zariski de V ne contenant pas y. Par conse´quent, il existe une fonction g ∈ B qui soit
nulle sur R, mais pas en y. D’apre`s le the´ore`me 1, il existe ε ∈ ]0, |g(y)|[ tel que l’espace
affino¨ıde
{z ∈ Z | |g(z)| ≥ ε}
soit irre´ductible, quel que soit Z dans P \Q. Notons W le voisinage affino¨ıde de y dans
V de´fini par
W = {z ∈ V | |g(z)| ≥ ε}.
Soit Z ∈ P . Si Z ∈ Q, le faisceau OZ restreint a` W est nul et le voisinage W de y est
donc privile´gie´ pour OZ . Si Z /∈ Q, le ferme´ de Zariski Z ∩W est irre´ductible et on
dispose donc d’un morphisme injectif
OZ(W ) ≃ OZ∩W (Z ∩W ) →֒ OZ,y.
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Autrement dit, le voisinage W de y est, dans ce cas encore, privile´gie´ pour OZ .
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Annexe A
Un analogue p-adique du the´ore`me de J. Frisch
Nous proposons ici un analogue, dans le cadre des espaces analytiques de´finis sur un
corps ultrame´trique complet, du the´ore`me I,9 qui figure dans l’article [33] de J. Frisch.
Nous suivrons, ici, la de´monstration de C. Ba˘nica˘ et O. Sta˘na˘s¸ila˘ (cf. [2], 5, fin du §3).
Nous obtiendrons une version un peu plus ge´ne´rale du the´ore`me, proche de celle que
propose Y.-T. Siu dans [66]. Commenc¸ons par une de´finition et un lemme.
De´finition A.1. — Soient k un corps ultrame´trique complet et Y un espace k-analytique.
Une partie A de Y est dite morcelable si, pour tout ferme´ de Zariski Z de´fini au voi-
sinage de A, l’image re´ciproque de A ∩ Z dans le normalise´ de Z posse`de un nombre
fini de composantes connexes.
Lemme A.2. — Soient k un corps ultrame´trique complet et Y un espace k-analytique.
Si l’espace Y est normal, alors le support de tout faisceau d’ide´aux cohe´rent sur Y est
ouvert et ferme´.
De´monstration. — Nous pouvons supposer que Y est un espace k-affino¨ıde. Soit J un
faisceau d’ide´aux cohe´rents sur Y . Comme tout faisceau cohe´rent, son support est ferme´
dans Y . Pour conclure, il nous suffit de montrer qu’il est e´galement ouvert. Soit y un
point de Y en lequel la fibre de J n’est pas nulle. Alors il existe un voisinage ouvert
connexe V de y et une fonction analytique g ∈ J (V ) qui ne soit pas identiquement nulle
sur V . Soit z ∈ V . D’apre`s [4], 3.3.21, le ferme´ de Zariski de´fini par g est d’inte´rieur
vide dans l’espace normal et connexe V . En particulier, la fonction g n’est nulle sur
aucun voisinage de z dans V . On en de´duit que la fibre Jz n’est pas nulle et donc que
le support de J est ouvert.
Le re´sultat de finitude sur lequel nous nous appuierons concerne les familles crois-
santes de faisceaux cohe´rents.
Lemme A.3. — Soient k un corps ultrame´trique complet et Y un espace k-analytique.
Notons π : Y˜ → Y le morphisme de normalisation. Soit A une partie de l’espace
topologique sous-jacent a` Y telle que π−1(A) posse`de un nombre fini de composantes
connexes. Soit (In)n∈N une suite croissante de faisceaux d’ide´aux cohe´rents de OY
de´finis chacun sur un voisinage de A. Soit a un point de A en lequel la fibre (In)a est
nulle, quel que soit n ∈ N. Alors il existe un voisinage de a dans A sur lequel toutes les
fibres du faisceau In sont nulles, quel que soit n ∈ N.
De´monstration. — Quel que soit b ∈ π−1(a), il existe un voisinage Vb de b dans Y˜ tel
que π−1(A) ∩ Vb soit connexe. La partie V =
⋃
b∈pi−1(A) Vb de´finit un voisinage de la
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fibre π−1(a) dans Y˜ , donc il existe un voisinage U de a dans Y tel que π−1(U) ⊂ V .
Nous allons montrer que, quel que soit n ∈ N et quel que soit a′ ∈ U ∩ A, on a
(In)a′ = 0.
Soit n ∈ N. Notons Jn le faisceau de´fini par
Jn = π
−1(In)OY˜ .
C’est un faisceau d’ide´aux cohe´rent de´fini sur un voisinage de π−1(A) dans Y˜ . Quel
que soit b ∈ π−1(a), il existe un voisinage Vb,n de π−1(A) ∩ Vb sur lequel Jn est de´fini.
Puisque
(Jn)b = (In)a OY˜ ,b = 0,
la fibre de Jn est nulle en tout point de Vb,n, d’apre`s le lemme A.2. La partie Vn =⋃
b∈pi−1(A) Vb,n est un voisinage de π
−1(A ∩ U) dans Y˜ . Par conse´quent, la fibre du
faisceau π∗Jn est nulle en tout point de A ∩ U . Or le diagramme commutatif
Jn

// π∗Jn

OY // π∗OY˜
montre que le faisceau Jn s’injecte dans le faisceau π∗Jn. Le re´sultat annonce´ s’en
de´duit.
Proposition A.4. — Soient k un corps ultrame´trique complet, Y un espace k-affino¨ıde
et A une partie de l’espace topologique sous-jacent a` Y . Soient F un faisceau cohe´rent
de´fini sur Y et (Fn)n∈N une suite croissante de sous-faisceaux cohe´rents de F de´finis
chacun sur un voisinage affino¨ıde de A. Si la partie A est morcelable, alors la suite
(Fn)n∈N est localement stationnaire dans A au sens ou`, quel que soit a ∈ A, il existe
un entier n0 ∈ N et un voisinage U de a dans A tels que
∀n ≥ n0, ∀z ∈ A, (Fn0 )z
∼
−→ (Fn)z.
De´monstration. — Supposons que la partie A soit morcelable. Soit a ∈ A. Il existe
n0 ∈ N tel que, quel que soit n ≥ n0, on ait
(Fn0)a
∼
−→ (Fn)a.
Quitte a` restreindre Y , a` remplacer F par F/Fn0 et Fn par Fn/Fn0 , pour n ≥ n0,
puis a` de´caler les indices, nous pouvons supposer que
(Fn)a = 0,
quel que soit n ∈ N. D’apre`s le lemme 5.4, il existe un entier r ∈ N, une filtration
0 = F (0) ⊂ F (1) ⊂ . . . ⊂ F (r) = F
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de F par des sous-faisceaux cohe´rents et r ferme´s de Zariski de Y inte`gres Z0, . . . , Zr−1
ve´rifiant la condition suivante : quel que soit i ∈ [[0, r − 1]], on dispose d’un isomorphisme
de faisceaux
F (i+1)/F (i) ≃ OZi .
Il nous suffit, a` pre´sent, de montrer que, pour chaque i ∈ [[0, r − 1]], la sous-suite
(Gi,n)n∈N de F (i)/F (i+1) ≃ OZi induite par (Fn)n∈N stationne au voisinage de a
dans A et meˆme au voisinage de a dans A ∩ Zi. Le lemme pre´ce´dent nous permet de
conclure.
Il ne nous reste plus qu’a` rendre global le re´sultat pre´ce´dent pour obtenir le the´ore`me
recherche´.
The´ore`me A.5. — Soient k un corps ultrame´trique complet, Y un bon espace k-
analytique et K une partie compacte de l’espace topologique sous-jacent a` Y . Si K est
morcelable et posse`de un syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes, alors l’anneau
O(Y,K) des germes de fonctions analytiques au voisinage de K est noethe´rien.
De´monstration. — Soit (In)n∈N une suite croissante d’ide´aux de type fini de O(Y,K).
Pour n ∈ N, notons In le faisceau d’ide´aux cohe´rents de OY engendre´ par In. D’apre`s
la proposition pre´ce´dente, la suite (In)n∈N stationne sur K, au sens ou` il existe n0 ∈ N
tel que, quel que soit n ≥ n0 et quel que soit y ∈ K, on dispose d’un isomorphisme
(In0)y
∼
−→ (In)y.
Puisque l’ide´al In0 est fini, il posse`de un syste`me ge´ne´rateur fini (f1, . . . , fp), avec
p ∈ N et fi ∈ O(Y,K), quel que soit i ∈ [[1, p]]. Le morphisme de faisceaux
ϕ :
OpY → In0
(a1, . . . , ap) 7→ a1f1 + . . .+ apfp
est surjectif.
Soit n ≥ n0. Si un morphisme entre deux faisceaux cohe´rents induit un isomorphisme
entre les fibres en un point, alors il induit un isomorphisme au voisinage de ce point. Par
conse´quent, les faisceaux In0 et In co¨ıncident sur un voisinage Un de K. Soient g ∈ In
et Vn un voisinage affino¨ıde de K dans Un sur lequel les fonctions f1, . . . , fp, g soient
de´finies. Notons G le noyau du morphisme de faisceaux ϕ. C’est encore un faisceau
cohe´rent sur Vn. De la suite exacte 0→ G → Op → In → 0, on de´duit une surjection
O(Vn)p → In(Vn)
(a1, . . . , ap) 7→ a1f1 + . . .+ apfp
,
car H1(Vn,G ) = 0. Par conse´quent,
g ∈ (f1, . . . , fp)O(Vn) ⊂ (f1, . . . , fp)O(Y,K) = In0 .
On en de´duit que In = In0 .
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Signalons que le the´ore`me que de´montre J. Frisch concerne des compacts posse´dant
un syste`me fondamental de voisinages compose´ d’espaces de Stein. Dans le cadre des
espaces analytiques de´finis sur un corps ultrame´trique complet k, il existe e´galement
une notion d’espace de Stein. Un espace k-analytique Y est dit de Stein s’il existe une
suite croissante (Yn)n∈N de domaines affino¨ıdes de Y ve´rifiant les conditions suivantes :
a) quel que soit n ∈ N, Yn est un domaine de Weierstraß de Yn+1 ;
b) la famille {Yn, n ∈ N} de´finit un G-recouvrement de Y .
La seconde condition, pre´sente dans [50], 2.3, fait de´faut dans [4], p. 96.
Il de´coule de la de´finition qu’une partie compacte d’un espace analytique posse´dant
un syste`me fondamental de voisinages constitue´ d’espaces de Stein posse`de encore un
syste`me fondamental de voisinages constitue´ d’affino¨ıdes.
Mentionnons, pour conclure, deux exemples de parties compactes morcelables :
a) Nous dirons qu’une partie A d’un espace analytique Y est semi-analytique si tout
point de A posse`de un voisinage affino¨ıde dans lequel la partie A est semi-alge´brique,
c’est-a`-dire de´crite par un nombre fini d’ine´galite´s entre fonctions. Une telle partie est
morcelable, lorsqu’elle est compacte, d’apre`s [27], 3.2. Dans ce cas, nous retrouvons
exactement l’e´nonce´ original de J. Frisch.
b) Si Y est un espace k-analytique et K une extension de k, nous noterons YK l’espace
K-analytique obtenu par extension du corps de base. Nous dirons qu’un morphisme
ϕ entre espaces k-analytiques est une immersion s’il se de´compose sous la forme
ϕ : Z →֒ YK → Y,
ou` Z de´signe un ferme´ de Zariski d’un domaine analytique de YK et s’il induit
un home´omorphisme de Z sur son image Z ′ et des isomorphismes entre les corps
re´siduels comple´te´s en tous les points de Z ′. L’image de toute immersion de´finit une
partie morcelable. Les fibres des morphismes entre espaces k-analytiques rentrent,
par exemple, dans ce cadre. Remarquons qu’elles ne sont pas semi-analytiques, en
ge´ne´ral.
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